Opgaven Quantumfysica II, Week 7, 16 februari 2000

Inleveren voor maandag 21 februari 2000, 12.00 uur, bij de portier van de Diamantslijperij. Met vragen over stof en opgaven kun je terecht bij de werkcollegedocenten:

• Alejandro Arrizabalaga (ITF kamer 333, tel. 5255006, arrizaba@wins.uva.nl) • Joost Slingerland (ITF kamer 356, tel. 5255920, slinger@wins.uva.nl) • Martijn Wubs (WZI kamer B045, tel 5255646, wubs@wins.uva.nl).

Vermeld alstjeblieft de naam van je werkcollegedocent op het in te leveren werk. Succes !

Opgave 7.1: Impulsmoment–operatoren Een vectoroperator Ĵ is een impulsmomentoperator als zijn componenten Ĵ_x, Ĵ_y en Ĵ_z Hermitisch zijn en aan de volgende commutatierelaties voldoen: [Ĵ_x, Ĵ_y] = iℏĴ_z (1) en cyclische permutaties:

[Ĵ_y, Ĵ_z] = iℏĴ_x, [Ĵ_z, Ĵ_x] = iℏĴ_y, (2) oftewel, kort samengevat, Ĵ × Ĵ = iℏĴ. In paragraaf 4.3 van het boek staat voorgerekend dat de componenten van het impulsmoment L van een deeltje in drie dimensies inderdaad aan deze commmutatierelaties voldoen. Er zijn echter meer situaties waarin we deze relaties tegenkomen (zie bijvoorbeeld paragraaf 4.4). Daarom spreken we ook wel van “gegeneraliseerde impulsmoment–operatoren” In deze opgave zullen we stap voor stap de basis van eigentoestanden van de operatoren Ĵ2 = Ĵ · Ĵ = Ĵ^2_x + Ĵ^2_y + Ĵ^2_z en Ĵ_z (3)

opbouwen, met behulp van twee stapoperatoren. Ter inleiding enige eenvoudige vragen:

a. Welke eigenschap garandeert dat met elk van de operatoren Ĵ^2 en Ĵ_z inderdaad een basis van eigentoestanden is geassocieerd?

b. Welke eigenschap garandeert dat er bovendien een gemeenschappelijke basis van eigentoestanden bestaat?

We voeren nu een notatie in voor deze gemeenschappelijke eigentoestanden. We noemen ze | jm ⟩. Omdat dit later handig is schrijven we de eigenwaarden van Ĵ^2 in de vorm j(j + 1)ℏ^2 en die van Ĵ_z in de vorm mℏ:

Ĵ^2| jm ⟩ = j(j + 1)ℏ^2| jm ⟩ (4) Ĵ_z| jm ⟩ = mℏ| jm ⟩. (5) c. Geef aan waarom de eigenwaarden van Ĵ^2 en Ĵ_z altijd reëel zijn en leg uit dat j(j + 1) ≥ m^2. (6)

We voeren nu de stapoperatoren in, de creatie-operator Ĵ_+ en zijn geadjugeerde, de annihilatie-operator Ĵ_−:

Ĵ_+ = Ĵ_x + iĴ_y, Ĵ_− = Ĵ_x − iĴ_y (7)

d. Laat zien dat de toestanden Ĵ_±| jm ⟩ eigentoestanden zijn van Ĵ^2 en Ĵ_z, met eigenwaarden j(j + 1)ℏ^2 respectievelijk (m ± 1)ℏ. (Hint: bereken de commutatoren [Ĵ^2, Ĵ_±] en [Ĵ_z, Ĵ_±].)

Met behulp van de stapoperatoren kunnen we dus een verzameling eigentoestanden maken met verschillende m, voor dezelfde j. Vanwege vgl.(6) moet er (voor vaste j) een hoogste en laagste waarde voor m zijn, die we even m_H en m_L noemen.

e. Beredeneer dat het verschil m_H − m_L een positief geheel getal, of nul moet zijn. Als we bij de hoogste of laagste sport van de “ladder” van toestanden met verschillende m zijn gekomen, kunnen we niet meer verder: Ĵ_+| jm_H ⟩ = 0, Ĵ_−| jm_L ⟩ = 0. (8)

Om m_H en m_L te bepalen, laten we Ĵ_+Ĵ_− werken op de laagste toestand, dus op | jm_L ⟩.

f. Wat is Ĵ_+Ĵ_−| jm_L ⟩? Druk vervolgens J_+J_− uit in termen van Ĵ^2 en Ĵ_z, en laat dit ook werken op | jm_L ⟩. Geef nu de vergelijking voor m_L.

g. Bepaal op soortgelijke manier de vergelijking voor m_H , door Ĵ_−Ĵ_+ te beschouwen. h. Bereken m_L en m_H in termen van j.

i. Hoeveel verschillende waarden kan m aannemen, voor vaste j? Leg uit dat j alleen heel- òf halftallig kan zijn.

Merk op dat we bij de behandeling van het impulsmoment L = r×p van een deeltje in drie dimensies alleen heeltallige waarden voor m en l vonden (vergelijk Griffiths, formule 4.29). De halftallige waarden die we hier vinden zullen een rol blijken te spelen bij de beschrijving van de spin van zo’n deeltje.